Pocitacova grafika Ill (NPGRO010)
Prednaska 4: Zobrazovaci rovnice

A

Zapisky z prednasky Jaroslava Kfivanka, rozSifeno z materiald Adama Domince
Jan Navratil
27. f{jna, 2012

1 Opakovani

1.1 BRDF

Bidirectional reflectance distribution function (BRDF) popisuje
hustotu pravdépodobnosti, Ze se foton dopadajici na materidl z jed-
noho urc¢itého sméru odrazi do jiného urcitého sméru. Charakteri-
zuje tedy odraz svétla pii dopadu na urcity povrch — vyjma jeva,
kdy se svétlo néjakym zplsobem Siff uvnitf télesa.

ProtoZe se jednd o hustotu pravdépodobnosti, nejsou jeji hodnoty
nic pfimo méfitelného. Pravdépodobnost odrazu do presné zada-
ného sméru je (ve vétsing piipadd, vyjma idedlnich zrcadel) nulova;
musime si vypomoct derivaci. Pijde o radianci (zaf) odraZenou ur-
¢itym smérem, pokud jediny paprsek pfichdzi z diferencidlniho —
limitné malého — prostorového thlu. BRDF ve svém celém tvaru
tedy vypada takto:

dL,(z,wo)

fr(@,wi = wo) = Li(z,w;) - cos(0;) dw;

Zde w; vyjadiuje smér dopadajiciho paprsku, w, smér odraZzeného
paprsku a x je bod na ploSe, o kterou se paprsek ma odrdzet. Hod-
nota 0; je velikost thlu od dopadajiciho paprsku k normale plochy
a dw; ma vyznam diferencidlniho prostorového dhlu. Veli¢iny L.,
resp. L; jsou odraZend, resp. prichdzejici radiance. Operator — zna-
mend piechod od ptichoziho thlu k odchozimu.

1.2 Rovnice odrazu

Ve scéndch podle naseho fyzikdlntho modelu je svétlo vyzafovdno
ze zdrojt, néjakym zpusobem prochézi scénou a pokud neni pohl-
ceno, nakonec dopadne do kamery. Mtizeme predpoklddat, Ze je tok
svétla scénou néjakym zplisobem ustdleny, tedy na kazdém bodu x
plochy scény méme dobfe definovanou funkei L;(x,w;) radiance
pfichazejici ze sméru w; a funkei L, (2, w,) celkové odrazené radi-
ance ve sméru w,. Tyto funkce jsme uZ jednou svédzali pfes BRDF.
Kdyz zohlednime vSechny dopadajici paprsky z celé hemisféry H
viditelné z bodu z (svétlo prichdzejici zevnitf materidlu neuvazu-
jeme), muzeme z definice BRDF odvodit vztah:

L, (z,wo) = /H Li(z,w;) - fr(z,wi = wo) - cos(6;) dw;

Tento vztah jesté nestaci, protoZze BRDF na zdrojich svétla nezo-
hlediiuje pfimo vyzafovanou radianci: L, je jen ta odrazend. Mu-
Zeme si zavést funkci vyzafované radiance L.(z,w,), kterd bude
pro kazdy zdroj pevné dand, a funkci celkové vychézejici radiance
Lo(z,w,). ProtoZe transport svétla splituje zdkon superpozice, ma-
zeme zavést L, = L. + L, a dosazenim ziskdme:

Lo(z,wo) = Le(zywo)—i—/ Li(x,w;) fr(x,w; = wo)-cos(6;) dw;
H

Vysledny vztah ndm popisuje odchozi radianci z jednoho mista ve
scéné a nazyvame jej rovnici odrazu (ikdyZz zahrnuje vic, nez od-
raz).

2 Zobrazovaci rovnice

ZR je rovnice podobného tvaru jako rovnice odrazu, kterd ale neu-
vaZuje odraZenou radianci jako funkci v misté (L; (z, w; )), ale jako
produkt ptisobeni zbytku scény. Konkrétni podoba rovnice zavisi na
zpusobu, jak scénu chdpame - jako mnoZinu sméri, odkud radiance
pfichézi, nebo jako mnoZinu elementdrnich ploSek, které radianci
posilaji.

2.1 Uhlovy tvar

Vsimneme si, Ze prichdzejici radiance L; nutné vychazi z nékteré
jiné plochy scény. Zavedeme si tedy funkci vrZeni paprsku r(x,w)
(raycast) z bodu x ve sméru w, kterd navraci opét bod scény —
préavé ten, ktery je ve sméru w vidét. Paprsek pfichdzejici ze sméru
w; muZe vychdzet jeding z bodu r(x, w;) ve sméru opainém, tedy
—w;. ProtoZe se radiance podél paprsku neméni, ziskdvame vztah
Li(x,w;) = Lo(r(z,w;), —w;). Dosazenim pravé strany této rov-
nice do rovnice odrazu ziskdvdme Uplny matematicky popis naseho
fyzikdlniho modelu:

Lo(z,wo) = Le(x,wo)+

+/ Lo(r(z,w;i), —w;) - fr(z,wi = wo) - cos(6;) dw;
w; EH(x)

Misto L, mizZeme klidné psat jen L, protoZe v rovnici se uz vysky-
tuje pouze odchozi radiance L,.

Aby scéna byla z naseho hlediska v pofadku, musf tento vztah spl-
novat. Redlné scény jej spliuji vZdy, totiZ pokud zanedbdame Sifen{
svétla pod povrchem a dal$f jevy, na které nas fyzikdlni model ne-
staci.

Vztah se nazyvéd zobrazovaci rovnice a formuloval jej (v trochu
odlisné podobe) James T. Kajiya ve svém clanku The Rendering
Equation v roce 1986. Md vyznam mimo jiné proto, Ze mnoho pfi-
stupt k vykreslovani jsou jen hrubymi pfistupy feseni této rovnice
s tim, Ze zanedbame nékteré (obcas velmi vyznamné) faktory.

Napiiklad, obycejné vykreslovdni na zpusob OpenGL bere v po-
taz jen piimé osvétleni, takZe dopadajici radianci integruje jen pies
svételné zdroje. Modely BRDF pouzivané v OpenGL byvaji také
daleko od fyzikdlni reality, ale to je spiSe véc volby. Raytracing pak
tento pohled rozsifuje o to, Ze zohlednuje nepfimé osvétleni na zr-
cadlové lesklych plochdch.

2.2 Plosny tvar zobrazovaci rovnice

Jiny pfistup ma radiacni metoda vykreslovani (radiozita). Nez se
ji zaneme vénovat, pro prehlednost si prepiSeme (substituujeme)
zobrazovaci rovnici do jiného tvaru, ve kterém vystupuje integral



Obrazek 1: Integrace podle iihlu

dw,

pres celou plochu scény M (viz obr. 1, 2). Zavedeme si pak na-
vic radianci z bodu y do bodu z jako L(y — z). To bude pfiro-
zen& radiance vychazejici z y smérem do z, tedy L(y — x) =
L(y, ﬁ) Podobnym zptsobem zavedeme BRDF f.(y —
T — wo) pro paprsek pfichdzejici ze sméru daného bodem y. Celd
zobrazovaci rovnice je pak zcela stejné platnd v nasledujicim plos-
ném tvaru:

L(x7wo) = Le(x»wo)"'

/ML(y—>x)-fqn(y—>x—>wo)~G(x<—>y)-V(xHy)dAy

Integrujeme pres vSechny body y na plose scény M, nebo presnéji
pres d Ay, jejich limitné malou (diferencidln{) okolni plochu. V th-
lovém tvaru zobrazovaci rovnice jsme ale integrovali jen pies body,
které dokézala navratit funkce vrZeni paprsku 7(z, w) pro néjaké w
z viditelné hemisféry. Ostatni body musime z integrilu explicitné
odstranit, coZ zajist{ €initel V(x <« y) — viditelnostni funkce. Ta
nabyva hodnoty 1, pokud mezi body = a y muze vést pfimy pa-
prsek, a hodnoty 0, pokud je nékterd z ploch natocend odvricené

,,,,,

Diéle z ptuvodniho thlového integrdlu zistane geometricky clen
G(x > y) zohlediujici vzdjemnou polohu obou bodi a natofeni
jejich ploch:

cos(0z) - cos(6y) .

G oy == P

Vyplyva z Elenu cos(0;) = cos(6;) z pivodniho integrilu a déle
ze substituce za dw; podle vztahu diferencidlni plosky a diferen-
cidlniho prostorového dhlu. Ve vySe uvedené substituci konkrétné
plati

dw = dA - cos(f) - 2.

Mimochodem, v plo$ném tvaru se zobrazovaci rovnice bliZe po-
dobd Kajiyoveé pivodni formulaci.

2.3 Radiozita

Pohled radia¢ni metody do rovnice vnese mnoho zjednodusujicich

Xive

tovsky difizni, tedy Ze jejich BRDF je ve v§ech smérech konstantni.

V pifesném fyzikalnim zdpisu vychazi z odrazivosti: fr(z,w; —
wo) = < p(x). Déle misto radiance L(y — ) mizeme pouZit in-

tenzitu vyzafovéani B(y), kterd (pravé Ze) neni zdvisld na sméru. Za
téchto predpokladii miiZeme zobrazovaci rovnici zapsat ve tvaru:

Obrazek 2: Integrace pres plochu scény

K

B(z) = Be(z) + / I Lo@)B) - Gla o y) - Vix o y)d4,

™

Je vidét, Ze nékteré Cinitele miZeme vytknout z integralu ven. Kdyz
navic zjednodusime svoje predstavy tak, Ze scénu rozdélime na ko-
necny pocet ploSek M ... M s konstantni intenzitou vyzarovan{
B, ... By aodrazivosti p; ... pn, miZeme si rovnici pfepsat tak,
aby pracovala jen s prenosem svétla mezi dvojicemi plosek.

Aby byla B; v kazdé plosce konstantni, budeme jeji hodnoty pri-
meérovat. To je opét velmi hruby odhad: pokud je napiiklad nékterd
ploska z¢asti zastinénd, rozloZi se to do jeji plochy rovnomérné (zde
vyvstavd otdzka dostateCné jemné teselace). Dostdvame se diky
tomu ale na soustavu s kone¢nym poctem nezndmych B; ... By,
kterou miZeme stru¢né popsat sumou:

N
1
Bj=Bej+ —p; ) Br Fi
k=1

Veli€ina B, ; je intenzita vyzafovani zdroje, kterou odhadneme také
jako konstantni po celé plosce a pro vSechny sméry.

Integrdl nemohl dplné zmizet — jen se schoval do Cinitele Fj_, ;.
V ném se podrobné projevi vzdjemnd poloha obou plosek, jejich na-
toCen{ a viditelnost mezi nimi (miZou byt zakryté tfeba jen zcasti).
Ma vyjadrovat prave, do jaké miry intenzita vyzafovani plosky My
ovliviiuje plosku M;. Bude ve tvaru:

1

M, M;

1
[M]
nam pfipomind, Ze primérujeme hodnoty pies celou plosku M,
jejiz plochu pochopitelné oznalujeme |M;|. Integrujeme pies
vSechny body y uvnitf plosky M} a pres vSechny body x uvnitf
M (ptesnéji pies jim piislu$nd limitni okoli dA,, dAy).

Jeden integral dokonce pfibyl, ale to je v pofddku: zlomek

Hodnoté Fj_,; se tikd konfiguracni faktor nebo téZ form factor.
Musime jej néjakym zptGsobem spocitat pred samotnym vykres-
lovanim — do ur¢ité miry miZeme integrovat analyticky, ale (pfe-
devsim kvuli viditelnostni funkci) bude lepsi jej néjak numericky



odhadnout. Uz kvuli rychlosti, protoZe celkem ve scéné potiebu-
jeme spo&itat O(N?) konfiguraénich faktort. Dalif problém radi-
acni metody je, Ze pro protinajici se plochy nemiZe konfiguraéni
faktor vyjit nijak smysluplné — v takovych oblastech se opravdu
vykresli chyby.

Potom uZ je vypocet snadny: rozepiSeme sumu v rovnicich pro
vSechna B; do matice a vyfeSime tuto linedrni soustavu. Bude mit
N? prvkd, takZe i nepfesnd aproximace miiZe trvat dlouho. Vy-
sledné intenzity vyzafovani miZzeme piimo pouZit pro vykreslovani
scény. Aby obrdzek nebyl tolik zubaty, obvykle jejich hodnoty in-
terpolujeme mezi sousedicimi ploskami.

2.4 Vyjadreni ZR pomoci integralniho operatoru

Vritime se k feSeni zobrazovaci rovnice. Formdlné vzato se jedna
o integralni rovnici druhého druhu, kterd v obecném tvaru vypadd
takto:

fx) = gla) + / K, t) - f(1)dt

Tohle zjisténi ndm ale mnoho nepomiZe, spi§ naopak — miiZzeme si
byt jisti, Ze ji neumime vyfesit analyticky. Nezbyva nez zkusit jeji
feSeni odhadnout.

Mive

Pro stru¢néjsi zapis integrlu si zavedeme operator T', téZ trans-
portni operdtor. Chceme jej pouZit na funkci vychdzejici radiance
L(z,w), a proto tento operator bude zobrazeni z mnoZiny funkei
typu f : M x S — R do té samé mnoziny (kde S je jednotkova
koule, tj. vSechny sméry). Definujeme jej takto:

(ToL)(z,wo) = /H L(r(z,w;), —w;)- fr(x,w; = wo)-cos(6;) dw;

Smysl je jasny: miZzeme jej dosadit do zobrazovaci rovnice (v jejim
thlovém tvaru) a jeji zdpis se tim pasobivé zjednodusi. Nasledujici
vztah ma platit na celém defini¢énim oboru:

L=L.+ToL

Z algebraického tihlu pohledu také vidime, Ze 7" je linedrni operdtor.
Podrobnéji to znamend, Ze pro konstanty a, b a funkce f, g vhod-
ného typu plati vztah T o (a- f+b-g) =a-(To f)+b-(Tog).
Ovérit tuto vlastnost lze piimo dosazenim do integralu.

Z intuitivniho pohledu zastupuje 7" jeden odraz svétla od stén scény.
Naptiklad, pokud jej pouzijeme na funkci vyzafovani zdroja L.,
v kazdém bodé€ scény se tim zintegruje dopadajici zaf, vdZenad pies
BRDF - proto 1" o L. vyjadfuje pfimé osvétleni scény, tj. svételné
cesty, které se na cesté od zdroje do kamery odraz{ pravé jednou.
Podobné, T" o T' o L. vyjadiuje osvétleni (vyhradné) pomoci své-
telnych cest, které se na cesté od zdroje odrazily pravé dvakrét atd.

Mimochodem, na problém muZeme nahliZet tak, Ze rovnici upra-
vime jako L = (I —T) ' o L.. Vysledek inverze (I — T) ™" je pak
dalsi operator nad prostorem funkci typu M x S — R. Bohuzel jej
nezname — dava prave feseni, které se snazime aproximovat.

2.5 Zapis zobrazovaci rovnice fadou

Zobrazovaci rovnici miZzeme samu do sebe (rekurzivné) substituo-
vat. M to smysl — jednou substituci ziskdme L = Le+To(Le+T10
L) aprotoze T je linedrni, také L = L. +7T o L. + T2 o L. Snadno

vidime, Ze n-ndsobnym opakovanim substituce vznikne Neuman-
nova fada v tomto tvaru:

L=) (T'oL)+T""" oL
=0

Pro dokonalou simulaci v rdmci modelu n — oo. Velmi ddlezité
pozorovani je, Zze T je kontrakce, formalng feceno ||T o L|| <
||L|]. Minime tim, Ze celkové mnozZstvi svétla se aplikaci operatoru
zmen$i. To plyne pfimo ze zdkona zachovéni energie — odraZené
paprsky miZzou mit v souétu nejvyse stejnou energii jako ty dopa-
dajici. (V praxi se dokonce vzdy néjaky podil dopadajiciho svétla
v materidlu pohlti, b&Zné materidly odraZi nejvy3e asi */5 dopada-
jici svételné energie.)

ProtoZe je T" kontrakce, miZeme jeho vysoké mocniny zanedbat —
pro n vyssi nez néjaké no (¢im lesklejsi scéna, tim vétsi ng) bude
piispévek T o L velmi maly. Formalnéji, plati: ILm (T"oL) =

n oo

0. Diky tomu md smysl opakovat substituci limitné do nekonecna,
kdy se ¢len 7™ o L docela ztratf a ziskdvame nekone&nou fadu:

oo

L:ZT%Le

i=0

Obecné se fada v tomto tvaru s ¢-tou mocninou operatoru nazyva
Neumannova rada (po pruském matematikovi Carlu Neumannovi).

To, co ndm zistalo, uZ nenf integralni rovnice, ale jen konvergentni
fada obsahujici integrdly (postupné rostouci dimenze (T je dvou-
rozmérny integrdl, T2 &tyfrozmérny atd.). To je mnohem lepsi:
kdyZ vy¢islime dostate¢né mnoZzstvi jejich ¢lent, spravnému fesen{
se muzeme libovolné pribliZit.

2.6 Integrace

Zbyva tedy néjakou numerickou metodou odhadnout danou fadu
integrdld. PotiZ je jednak v tom, Ze integrand je vyznamnym zpi-
sobem nespojity (scéna obvykle obsahuje mnoho ostrych hran, slo-
Zité textury apod.) — obvyklé kvadraturni metody (Gaussova, Rom-
bergova) kvili tomu nedosahuji nijak zvlast' presnych vysledki.
Hlavni problém ale je, Ze chceme pocitat s vicendsobnymi integraly
(kazd4 mocnina operdtoru 7' znamend dalSi integraci pfes dva roz-
méry sméru). Témét vSechny kvadraturni vzorce maji spolecné, Ze
pocet potiebnych vzorki roste exponencidlné s poctem rozméru,
pokud se ma zachovat ur€ita presnost. To je nepfijatelné.

PouZijeme metodu Monte Carlo, integraci ndhodnym vzorkovanim.
Obrovskou vyhodou této metody je nezdvislost konvergence chyby
na dimenzi integrandu. Jinymi slovy pocet vzorkd integrandu po-
trebnych pro dosazeni urCité presnosti je zcela nezdvisly na po-
¢tu rozméru integrdlu. Na N vzorcich pocita MC metoda s chy-
bou O(ﬁ) To je hor§i vysledek neZ ddvaji béZnd kvadraturni
vzorkce pro jednotozmérné integraly, avSak pro integrdly dvou a vi-
cedimenziondlnich funkeci jiZ nemd pouZiti béZnych kvadraturnich
vzorct oproti MC metodam Zddnou vyhodu. MC metoda déle ne-
klade Zadné naroky na chovani funkce (jako je spojitost).

2.7 Shrnuti

Pro vykresleni obrazku potfebujeme spocitat hodnoty radiance,
kterd pfichdzi z uréitych smérti (danych polohami pixeld) do ka-
mery. Pro zji§téni bodd, ze kterych vychazi, pouZijeme funkci vr-
Zeni paprsku 7(z,w). V kazdém pixelu tedy potfebujeme spocitat
hodnotu radiance L(7(Tkamera, Wpizel), —Wpizel )-



Pro jeji hodnotu jsme si odvodili pohodlny vzorec, zbyvd tedy od-
hadnout hodnotu integrdld (T o L.),(T o T o L.),... — pfimé
osvétleni v tomto bodé, déle osvétleni se vzrustajicim poctem od-
razli. Nejvhodnéjsi se zda pouZzit metodu Monte Carlo. Pro vypocet
prvniho integrdlu tedy budeme ndhodné vrhat z tohoto bodu pa-
prsky do zdroji, pro ten druhy budeme ndhodné zkouset svételné
cesty s jednim odrazem atd. Vhodnym zpracovanim vzorku a se-
Ctenim téchto integrdli ziskdme hodnotu zéfe (radiance) v daném

pixelu.



